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Objectifs
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1. Définir une probabilité
2. Connaître les règles de calcul de probabilités
3. Définir et comprendre les concepts de:

 variable aléatoire
 variable aléatoire discrète
 Variable aléatoire continue

4. Connaître les lois de distribution de probabilité
 Discrète
 Continue
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I. Introduction



Position du problème
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Dans la pratique courante, l’étude directe d’une population est souvent impossible, parce que:
 Taille de la population inconnue
 Taille connue mais trop grande pour permettre une étude exhaustive

Ex: On veut connaître la prévalence de la Covid-19 (PCR positive au Sars-CoV-2) dans la population de
Ouahigouya.

Il est évident que pour des questions logistiques et de coûts, il ne sera pas possible de considérer la
totalité des habitants de Ouahigouya pour une telle étude.
Un moyen pratique et efficace d’y parvenir consiste à mettre en œuvre une démarche qui consistera :

 extraire de la population un échantillon aléatoire représentatif (échantillonnage)
 mesurer la Covid-19 (infection par le Sars-CoV-2, et très certainement d’autres variables jugées

pertinentes comme l’âge, le sexe, le poids, la taille, etc., chez les sujets de l’échantillon (recueil
des données)

 décrire les variables recueillies (statistique descriptive)
 induire ou étendre les résultats observés dans l’échantillon sur la population (statistique

inférentielle)



Population
Echantillon

Prévalence de la 
Covid-19

Prévalence de 
la Covid-19

Echantillonnage
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Inférence

Mise en œuvre de test statistique 
nécessitant des calculs de 

probabilités

Inconnue Mesurée
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II. Probabilités



Probabilité (1)
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La notion intuitive de probabilité d’un événement nous est sûrement plus familière que la théorie des
probabilités. En général, nous comprenons assez facilement que la probabilité d’un événement traduit les chances
de cet événement de se produire, que cette probabilité varie entre 0 et 1 (ou entre 0% et 100%), qu’un événement
de probabilité nulle n’a aucune chance de se produire, qu’un événement de probabilité 1 a 100% de chances de se
produire.

La notion de probabilité intervient lorsque nous sommes dans des situations d’incertitude. Quelle chance avons-
nous de réussir à un examen ? Une personne a un bus à prendre à 11h, elle doit auparavant passer à la banque
puis aller poster un colis à la poste, quelle est la probabilité qu’elle puisse prendre son bus en sortant de chez elle
à 9h ? Dans ces deux cas nous ne pouvons pas fournir une réponse avec certitude, car elle peut dépendre de
facteurs que nous ne maîtrisons pas totalement. Par contre, nous pouvons énumérer dans chaque cas, les
différents résultats possibles : réussite ou échec pour le premier cas, prendre son bus à 11h ou le rater pour le
second cas.

Dans le langage de tous les jours, nous utilisons les termes « probabilité », « il est probable », « probablement »
sans y accorder une signification particulière. En statistique, le mot « probabilité » est un terme technique qui est
défini et utilisé dans un sens bien particulier en relation avec des événements et des expériences qui entraînent
une part d’incertitude. La théorie des probabilités nous permet d’établir des plans d’expériences aléatoires pour
effectuer un choix entre les différents résultats possibles de l’expérience.



Probabilité (2)
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Dans une expérience aléatoire, l’inventaire des résultats possibles est connu sans que l’on sache
évidemment quel sera le résultat finalement obtenu, et à chacun des résultats est attribuée une
chance ou une probabilité d’apparition.

Par exemple, si on lance une pièce de monnaie une fois, les résultats possibles sont pile ou
face et la probabilité d’obtenir pile est 1/2. La question que l’on peut se poser est : pourquoi 1/2 et
pas 1/3 ? Pour répondre à cette question, considérons une expérience qui consiste à lancer la
pièce un grand nombre de fois. On peut observer que la fréquence relative de l’obtention de pile
(nombre de résultats pile sur nombre de lancers) varie de façon relativement stable autour de 1/2
au fur et à mesure que l’on augmente le nombre de lancers. Plus le nombre de lancers est élevé,
plus la fréquence relative de pile sera proche de la probabilité 1/2, comme on peut le voir dans le
graphique 1, et serait d’ailleurs égale à cette probabilité si on pouvait lancer la pièce un nombre
infini de fois (c’est ce que l’on appelle en mathématique, la loi des grands nombres qui est une
notion primordiale).



Proportion de piles obtenues en lançant une pièce de monnaie en fonction du nombre de lancers

Probabilité d’évènement
 est la proportion de fois où cet 

événement se produirait si on 
répétait à l’infini les conditions 
où il peut se produire.

 Est une expression quantifiée 
de la prévision de sa survenue.

 Elle est définie en termes de
fréquence relative.

 Une probabilité se situe 
toujours entre 0 et 1 (ou 0 et 
100 en pourcentage).
o Pr (A ne se réalise pas) = 1

– P(A se réalise)

Pr (A)=
𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐴 𝑠𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡
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𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐴 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒



2022 10

Exemple fil rouge
Lors d’un mariage, 158 personnes sont invitées. Plusieurs mets sont proposés et 
tous sont consommés par les convives. Cependant, 99 cas d’intoxication 
alimentaire à type de diarrhées + vomissements sont observés.

La probabilité d’intoxication d’un convive choisi au hasard parmi les 158 est :

La probabilité de ne pas observer d’intoxication alimentaire est :



Exemple fil rouge
Lors d’un mariage, 158 personnes sont invitées. Plusieurs mets sont proposés et 
tous sont consommés par les convives. Cependant, 99 cas d’intoxication 
alimentaire à type de diarrhées + vomissements sont observés.

La probabilité d’intoxication d’un convive choisi au hasard parmi les 158 est :
𝟗𝟗
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𝟏𝟓𝟖
= 0,63 ou 63%.

La probabilité de ne pas observer d’intoxication alimentaire est : 
1 – 0,63 = 0,27 ou 27%.



Probabilité (3)
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Chaque résultat possible est une éventualité ; l’ensemble des éventualités constitue l’espace
fondamental E.
Dans la suite, on notera E={e1, e2,….,en} un espace fondamental constitué de n éventualités.
Un événement est un sous-ensemble de l’espace fondamental ; il est constitué d’éventualités et
lorsqu’il est réduit à une seule éventualité, il est appelé événement élémentaire.
On dit qu’un événement s’est produit si le résultat de l’expérience appartient à l’ensemble
définissant l’événement.

A titre d’exemple, supposons que l’on s’intéresse au statut matrimonial dans une population et
considérons une expérience qui consiste à choisir une personne au hasard dans cette population.
L’espace fondamental associé à cette expérience est donné par E = {célibataire, vivant en couple,
marié, séparé, divorcé, veuf}. Chaque éventualité définit un événement élémentaire. L’événement «
être ou avoir été marié » est défini par le sous-ensemble A = {marié, séparé, divorcé, veuf} ; il est
réalisé si la personne choisie est soit mariée, soit séparée, soit divorcée, soit veuve.



Probabilité (4)
Probabilité conditionnelle
Il s ’agit de la probabilité qu’un événement A se réalise sachant qu’un événement B s’est déjà réalisé. 
Elle est noté Pr( A/B) et est définie comme suit :

Revenons à l’exemple fil rouge :
Parmi les nombreux mets proposés, il y’ avait du riz gras. 133 convives déclarent en avoir consommé. 
Parmi eux, 97 ont eu des signes d’intoxication alimentaire.

Pr (intoxication/ayant consommé le riz gras)=

NB: 2 événements A et B sont indépendants si la réalisation de l’un n’influe pas sur celle de l’autre.
Dans un tel cas, Pr (A/B)= Pr (A)

Pr (A/B)=
𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑠𝑒 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
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𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐵 𝑠𝑒 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑒



Probabilité (5)
Probabilité conditionnelle
Il s ’agit de la probabilité qu’un événement A se réalise sachant qu’un événement B s’est déjà réalisé. 
Elle est noté Pr( A/B) et est définie comme suit :

Revenons à l’exemple fil rouge :
Parmi les nombreux mets proposés, il y’ avait du riz gras. 133 convives déclarent en avoir consommé. 
Parmi eux, 97 ont eu des signes d’intoxication alimentaire.

Pr (intoxication/ayant consommé le riz gras)=
𝟗𝟕

𝟏𝟑𝟑
= 0,73

NB: 2 événements A et B sont indépendants si la réalisation de l’un n’influe pas sur celle de l’autre.
Dans un tel cas, Pr (A/B)= Pr (A)

Pr (A/B)=
𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑠𝑒 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
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𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑜ù 𝐵 𝑠𝑒 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑒



Probabilité (6)
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Evénements complexes
Ils sont définis par des combinaisons particulières, par exemple A et B, noté A ՈB, ou des alternatives
particulières A ou B noté A U B.
Pr (A ՈB) = probabilité que A et B se réalisent conjointement (ou simultanément)
Si A et B ne peuvent se réaliser conjointement, on dira qu’ils sont incompatibles ou mutuellement
exclusifs.

Exemple
Dans un lancer de dé, l’espace fondamental est défini par E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ; l’événement « sortie d’un 
nombre pair » est le sous-ensemble noté A = {2, 4, 6} et l’événement « sortie du 5 » est l’événement 
élémentaire B = {5}. Les deux événements A et B sont incompatibles.

On peut aussi s’intéresser à la probabilité complexe d’un événement défini par la réalisation de A seul, de
B seul, ou des 2 = Pr (A U B).

Le calcul efficace de probabilités associées à un événement fait appel aux règles multiplicatives & 
additives



Probabilité (7)
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Règle multiplicative
 Applicable si A et B sont des événements indépendants

Exemple : Les effets secondaires d’un médicament surviennent chez 10% des patients. Si un
médecin traite 2 patients avec ce médicament, quelle est la probabilité pour ces 2 patients
d’avoir conjointement des effets secondaires?

On peut supposer que dans cet exemple, les 2 évènements sont indépendants. En effet, il est
peu probable que le développement d’effets secondaires chez un des patients puisse affecter
la survenue d’effets secondaires chez l’autre.

Pr (d’apparition d’effets secondaires chez les 2 patients) =

Pr (A ՈB) = Pr (A) x Pr (B)



Probabilité (8)
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Règle multiplicative
 Applicable si A et B sont des événements indépendants

Exemple : Les effets secondaires d’un médicament surviennent chez 10% des patients. Si un
médecin traite 2 patients avec ce médicament, quelle est la probabilité pour ces 2 patients
d’avoir conjointement des effets secondaires?

On peut supposer que dans cet exemple, les 2 évènements sont indépendants. En effet, il est
peu probable que le développement d’effets secondaires chez un des patients puisse affecter
la survenue d’effets secondaires chez l’autre.

Pr (d’apparition d’effets secondaires chez les 2 patients) = 0,1 x 0,1 = 0,01

Pr (A ՈB) = Pr (A) x Pr (B)



Probabilité (9)
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Règle additive
 Applicable si l’événement complexe peut être réalisé de plusieurs manières

- S’il s’agit de la réalisation de A ou B et que ceux-ci sont compatibles

- Si A et B sont incompatibles

Exemple (sur les effets secondaires). Quelle est la probabilité qu’au moins un des 2 patients 
ait des effets secondaires?

Ces 2 événements n’étant pas incompatibles
Pr (au moins un des 2 patients a un effet secondaire) =

Pr (A U B) = Pr (A) + Pr (B) - Pr (A ՈB)

Pr (A U B) = Pr (A) + Pr (B)



Probabilité (10)
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Règle additive
 Applicable si l’événement complexe peut être réalisé de plusieurs manières

- S’il s’agit de la réalisation de A ou B et que ceux-ci sont compatibles

- Si A et B sont incompatibles

Exemple (sur les effets secondaires). Quelle est la probabilité qu’au moins un des 2 patients 
ait des effets secondaires?

Ces 2 événements n’étant pas incompatibles
Pr (au moins un des 2 patients a un effet secondaire) = 0,1 + 0,1 – 0,01 = 0,19

Pr (A U B) = Pr (A) + Pr (B) - Pr (A ՈB)

Pr (A U B) = Pr (A) + Pr (B)



Probabilité (11)

Quelques notations en probabilité
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Probabilité (12)
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Exemple
Considérons une grande population d’hommes qui ont été classés en fonction du statut tabagique 
(fumeur ou non fumeur) et d’une maladie respiratoire chronique (malade ou non malade). Dans cette 
population, on sait que 5% des hommes ont une maladie respiratoire chronique (MRC) et ne fument 
pas, 15% ont une MRC et fument, 50% n’ont pas une MRC et ne fument pas, et 30% n’ont pas une
MRC et fument. On choisit un homme au hasard dans la population et on considère les événements
suivants:

A = {l’homme choisi a une MRC et fume}
B = {l’homme choisi a une MRC et ne fume pas}
C = {l’homme choisi n’a pas une MRC et fume}
D = {l’homme choisi n’a pas une MRC et ne fume pas}

Ici, l’ensemble fondamental est E = {A, B, C, D}, avec Pr[E] = 1 (Pr pour probabilité).
De plus Pr[A] = 0,15, Pr[B] = 0,05, Pr[C] = 0,30, Pr[D] = 0,50. Aucun des événements A, B, C ou D ne
peut se réaliser en même temps lorsqu’un homme est choisi, ils sont donc incompatibles deux à
deux, et par exemple Pr[A U B] = 0,15 + 0,05 = 0,20.
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III. Variables aléatoires



Variable aléatoire (1)
Une variable dont la valeur est déterminée en fonction du résultat d’une expérience aléatoire est 
appelée variable aléatoire. Une variable aléatoire traduit donc une situation liée au hasard dans 
laquelle les résultats possibles sont des nombres. Les variables quantitatives prennent des valeurs qui 
sont déjà des nombres. Les variables qualitatives prennent des modalités (comme par exemple homme 
ou femme pour la variable sexe). La notion de variable aléatoire correspond au codage de ces
modalités à l’aide de nombres.
Une variable aléatoire permet donc d’établir une correspondance entre les résultats d’une
expérience aléatoire et des valeurs numériques.

Par exemple dans le lancer d’une pièce de monnaie, on peut considérer la correspondance suivante : 
X(pile) = 1 et X(face) = 0. La variable aléatoire prend alors la valeur 0 ou 1, et on dira alors que X = 1 
représente l’événement « obtenir pile » et X = 0 représente l’événement « obtenir face ». De plus, à 
chaque valeur de X est attribuée une probabilité : Pr[X = 1] = Pr[X = 0] = 1/2.
Si on considère l’expérience qui consiste à choisir au hasard un sujet s dans une population, on peut 
définir les variables aléatoires suivantes :

 X prenant la valeur 1 si s est malade, et 0 sinon ;
 Y égale à la taille du sujet s ;
 Z égale au poids du sujet s. 2022
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Variable aléatoire (2)
Pour éviter toute confusion, on note en général par des lettres majuscules les variables 
aléatoires, et par des lettres minuscules les valeurs prises par les variables aléatoires. Par 
exemple, la variable aléatoire X (résultat du lancer d’une pièce de monnaie) prend les valeurs 
x = 0 ou x = 1.

On doit distinguer les variables aléatoires dites discrètes de celles qualifiées de continues, car
leur traitement mathématique est différent :

 une variable aléatoire discrète prend un ensemble fini ou infini dénombrable de 
valeurs (ex. : sexe, statut matrimonial, nombre d’enfants dans une famille) ;

 une variable aléatoire continue prend un ensemble infini non dénombrable de valeurs
(ex. : taille, poids, pression artérielle).

La loi de probabilité ou distribution de probabilité d’une variable aléatoire est la donnée de 
la probabilité de survenue de chaque événement possible,
Elle peut être caractérisée par des nombres: l’espérance mathématique ou moyenne, la 
variance. Celles-ci permettent de la « résumer ».

2022
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Variable aléatoire (3)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète
La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète est la donnée d’un nombre fini ou infini 
dénombrable de couples (xi, pi), où xi désigne un résultat possible et pi la probabilité de l’événement 
élémentaire associé à ce résultat.
Les nombres pi = Pr[X = xi] sont compris entre 0 et 1 et leur somme est égale à 1.
La moyenne, appelée aussi espérance mathématique et notée E(X), d’une variable aléatoire discrète X
est définie par

Cette notion correspond à la valeur moyenne de X d’un point de vue probabiliste : c’est ce à quoi on doit
s’attendre « en moyenne » lorsqu’on réalise un grand nombre de tirages de valeurs particulières de X.
La variance d’une variable aléatoire discrète est définie par :

L’écart type s est la racine carrée de la variance. La mesure de l’écart type représente l’ampleur de la 
déviation par rapport à la moyenne.

25
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Variable aléatoire (4)
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Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète

Exemple :
Si on s’intéresse au résultat X du lancer d’un dé non pipé, les différentes valeurs prises par X sont : xi=i, 
i=1, 2, …, 6, avec les probabilités Pr[X=xi]=1/6 quel que soit i.

L’espérance mathématique est donc égale à

et la variance est égale à



Variable aléatoire (5)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète

Exemple :
Si on s’intéresse au résultat X du lancer d’un dé non pipé, les différentes valeurs prises par X sont : xi=i, 
i=1, 2, …, 6, avec les probabilités Pr[X=xi]=1/6 quel que soit i.

L’espérance mathématique est donc égale à

et la variance est égale à

27
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Variable aléatoire (6)
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Loi de probabilité d’une variable aléatoire continue
L’application de la définition précédente des lois de probabilité aux variables aléatoires continues pose 
un problème. En effet, dans le cas d’une variable aléatoire continue, l’ensemble des valeurs possibles 
est infini et non dénombrable ; on ne peut donc pas préciser les probabilités pi = Pr[X = xi] pour toutes 
les valeurs. Il faut alors considérer les probabilités que X appartienne à des intervalles de nombres réels 
tels que ] -∞, x] ou [x,+ ∞ [ , ou encore [x1 , x2].

La définition de la loi de probabilité d’une variable continue repose de façon équivalente sur la notion 
de fonction de densité de probabilité ou celle de fonction de répartition ; l’une comme l’autre 
permettent de calculer les probabilités des intervalles définis précédemment.

L’espérance mathématique et la variance peuvent également être calculées ; le sens de ces quantités 
est la même que dans le cas des variables aléatoires discrètes.
Définition : Une fonction de répartition F(x) d’une variable aléatoire absolument continue X relie cette 
variable à tout nombre réel x de sorte que : F(x) = Pr[X ≤ x] .
C’est obligatoirement une fonction numérique non décroissante, continue et telle que :
F(-∞) = 0 et F(+ ∞) =1.



Variable aléatoire (7)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire continue
F(x) donne la probabilité d’observer une valeur de la variable X inférieure à x. Les événements 
considérés dans la définition de F(x) sont donc de la forme ]-∞, x] , pour tout x, mais la probabilité que 
X appartienne à un intervalle quelconque de la forme [x1 , x2] se calcule aisément puisque :

Pr[x1 ≤ X ≤ x2] = Pr[X ≤ x2] - Pr[X ≤ x1] = F (x2) - F (x1) .

En particulier, si on pose x1 = x et x2 = x+dx, Pr[x ≤ X ≤ x + dx] = F(x + dx) - F(x) , et si l’on choisit dx de plus
en plus petit, on obtient à la limite :

Ce qui montre que la probabilité attribuée à chaque point x est nulle, car il est impossible de tomber
exactement sur cette valeur. Par exemple, aucune personne ne pèse exactement 60,72340132183…
kilogrammes. Par conséquent, on peut écrire indifféremment

Pr[x1 ≤ X ≤ x2] = Pr[x1 ≤ X < x2] = Pr[x1 < X < x2]
Pr [X ≥ x1] = 1 – P[X < x1]

29
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Variable aléatoire (8)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire continue
Définition : La fonction de densité de probabilité f(x) au point x est définie par :

Intuitivement, on peut donc considérer que dans un intervalle de longueur dx, f(x)dx joue le rôle des pi définies
pour les variables aléatoires discrètes.

Il faut noter que la fonction de densité de probabilité n’est pas une probabilité, elle peut par exemple prendre 
des valeurs supérieures à 1. Par contre l’aire sous la courbe d’une densité de probabilité est égale à 1, ce qui se 
traduit par la propriété mathématique suivante :

qui se lit « intégrale de la fonction f(x) entre -∞ et + ∞ égale à 1 ». La fonction de densité de probabilité f(x) 
correspond à la dérivée de la fonction de répartition F(x). Donc, au même titre que la fonction de répartition F(x), 
la fonction de densité de probabilité permet de calculer des probabilités :

La moyenne d’une variable aléatoire continue est définie par :

La variance d’une variable aléatoire continue est calculée par : 30
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Variable aléatoire (9)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire continue
Définition : La fonction de densité de probabilité f(x) au point x est définie par :

Intuitivement, on peut donc considérer que dans un intervalle de longueur dx, f(x)dx joue le rôle des pi définies pour les 
variables aléatoires discrètes.

Il faut noter que la fonction de densité de probabilité n’est pas une probabilité, elle peut par exemple prendre des valeurs 
supérieures à 1. Par contre l’aire sous la courbe d’une densité de probabilité est égale à 1, ce qui se traduit par la propriété 
mathématique suivante :

qui se lit « intégrale de la fonction f(x) entre -∞ et + ∞ égale à 1 ». La fonction de densité de probabilité f(x) correspond à
la dérivée de la fonction de répartition F(x). Donc, au même titre que la fonction de répartition F(x), la fonction de densité
de probabilité permet de calculer des probabilités :

La moyenne d’une variable aléatoire continue est définie par :

La variance d’une variable aléatoire continue est calculée par :
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IV. Lois de probabilités



Quelques distributions théoriques
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Position du problème
 Toute variable aléatoire suit une loi de probabilité
 Cependant, il y a une méconnaissance de la distribution exacte des variables dans une 

population ou un échantillon
 Nécessité de se référer à un modèle: « loi de distribution de probabilités »

Existence de plusieurs lois
 Lois de probabilité discrètes

- Loi de Bernoulli
- Loi binomiale
- Loi de poisson

 Lois de probabilité continues :
 Loi de Laplace-Gauss ou loi normale
 Loi dérivées de loi normale (loi de Khi2, loi de Student..)



Lois de probabilités discrètes
Loi de Bernouilli
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramètre π , si X prend deux valeurs 1
ou
0 avec les probabilités π = Pr[X =1] et 1- π = Pr[X = 0] .
La valeur X = 1 correspond à l’événement « succès » ou à l’événement qu’on étudie (par exemple
malade) et X = 0 à « échec » (ou non malade).

On a les propriétés suivantes :

On peut alors noter que l’espérance mathématique d’une variable de Bernoulli est égale à la probabilité 
de l’événement « succès ». La loi de Bernoulli intervient à chaque fois qu’on étudie une variable binaire 
(malade-non malade, exposé-non exposé, décédé-vivant) et elle joue donc un rôle important en 
épidémiologie.
Exemple : Si on s’intéresse à la prévalence π d’une maladie dans une population, on peut associer à

chaque sujet i de la population une variable de Bernoulli Xi, avec π = Pr[Xi =1] la probabilité que le sujet i
soit malade. 2022
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Lois de probabilités discrètes
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Loi binomiale (1)
Une variable binomiale est définie comme la somme de n variables aléatoires de Bernoulli 
indépendantes et de même paramètre π . Elle correspond au nombre de « succès » après n épreuves 
de Bernoulli indépendantes de même paramètre π.

Supposons qu’on s’intéresse à une population de taille infinie dans laquelle il y a une proportion p
d’individus possédant un certain caractère (ex. : malade, fumeur, gaucher), et donc une proportion (1- π) 
ne la possédant pas (ex. : non malade, non fumeur, droitier). Si on choisit au hasard n sujets dans cette 
population, le nombre X de sujets possédant le caractère est une variable aléatoire qui peut prendre les
valeurs 0, 1, …, n et sa loi est la loi binomiale de paramètres n et π , notée B(n, π). Il est important de
noter que si la taille de la population est finie, le tirage au sort des sujets doit se faire avec remise pour 
satisfaire à cette loi.

En résumé, la variable aléatoire binomiale B(n, π ) correspond au nombre de sujets possédant un certain 
caractère dans un échantillon de n sujets tirés au sort au sein d’une population dans laquelle une 
proportion p de sujets possèdent le caractère ; le tirage au sort se faisant sans remise si la population 
est de taille infinie, et avec remise si la population est de taille finie.



Lois de probabilités discrètes
Loi binomiale (2)

k
Le nombre Cn correspond au nombre de manières de choisir k éléments (correspondant aux succès) parmi n, et
se calcule par la formule : où n! se lit « factorielle n » et se calcule par : n!=1´ 2´3´...´n .
Par convention, 0 ! = 1.

Exemple : Un couple décide d’avoir 3 enfants. En supposant que la probabilité d’avoir un garçon est égale à 0,51, 
quelle est la probabilité que ce couple ait une fille et deux garçons ?

On s’intéresse alors au nombre X de garçons sur 3 naissances. La solution est donnée en considérant que X suit 
une loi binomiale de paramètres n = 3 et π = 0,51 et en calculant :
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Lois de probabilités discrètes
Loi binomiale (3)

L’expression est à la base du calcul de probabilités d’une

variable binomiale ; elle est facilement calculable lorsque n est petit, par exemple n plus petit que 10. 
Quand n est plus grand, le calcul devient plus ardu et demande plus d’efforts. Pour des valeurs 
modérées de n, inférieures à 20 ou 25, il existe des tables de la loi binomiale qui donne les valeurs de 
Pr[X = k] en fonction des valeurs de n, π et k souhaitées. Lorsque n est grand, supérieur à 25 ou 30, on 
peut utiliser les approximations par la loi de Poisson ou la loi normale, que nous allons définir plus loin.
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Lois de probabilités discrètes
Loi de poisson

 Utilisée lorsque l’on étudie un phénomène rare dans certaines conditions
- Ex: Survenue du cancer de la prostate chez des hommes jeunes, âgés de moins de 50 ans

 Soit ʎ un réel strictement positif et X une variable aléatoire. On dit que X suit la loi de Poisson de 
paramètre ʎ, et on note X ~ P (ʎ), lorsque:
- l’ensemble des valeurs prises par X est l’ensemble de tous les entiers naturels X (Ω) = N

 Implications de la définition

On peut utiliser une table de la loi de Poisson pour déterminer les nombres P(X=k) pour différentes 
valeurs de ʎ et de k.
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de  Laplace-Gauss (1)
La distribution de Laplace-Gauss est incontournable en statistique. Les applications de cette loi sont
si répandues qu’elle mérite bien le nom de « loi normale » qui lui est donné.

La loi normale s’applique à des variables aléatoires continues pouvant prendre toutes les valeurs
réelles possibles entre -∞ et + ∞. Elle est entièrement définie par deux paramètres, la moyenne µ et
la variance 2 . On dira qu’une variable aléatoire continue X suit une loi normale de paramètres µ et
2, et on note X ~ N (µ,σ2 ) , si sa fonction de densité f(x) est définie par l’expression mathématique :
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (2)

α uα

20% 1,28

10% 1,65

5% 1,96

2% 2,33

1% 2,58

0,1% 3,3

Si α =5%, alors 95% des valeurs de 
la VA X sont comprises sous la 
cloche, entre µ - 1,96 et µ+1,96

On voit bien que le tracé de la fonction de densité f(x) d’une variable N (µ,σ2) dépend de la moyenne µ et de celle de l’écart-
type σ.
La fonction de répartition F(x) correspondante est la probabilité que la variable aléatoire X ait une valeur inférieure ou égale 
à une quantité x. Cette fonction est exprimée par :
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (3)
Il existe autant de lois normales que de valeurs des paramètres μ et σ2, mais on peut toujours se 
ramener par une simple transformation (changement de variable) à la loi normale
de moyenne 0 et de variance 1, notée N(0,1) et appelée loi normale centrée réduite ou loi de l’écart-
réduit.

En effet, si X ~ N(μ σ2) , la nouvelle variable U obtenue par la transformation

suit une loi normale N(0,1). Le tracé de la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire
normale centrée réduite U est donné par le graphique suivant

De façon équivalente, on peut passer d’une variable U à
une variable X ~ N(μ σ2) par la transformation: X= μ + σU
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de  Laplace-Gauss (4)

Le calcul de probabilités pour une variable X ~ N(μ σ2) ne peut pas se faire de façon simple et nécessite 
l’utilisation de méthodes de calculs numériques. Les résultats de ces calculs sont présentés sous forme 
de tables, appelées « tables de la loi normale ». Fort heureusement, il n’est pas nécessaire d’effectuer 
les calculs pour toutes les lois normales possibles, il suffit de disposer d’une table pour la loi normale 
centrée réduite, et grâce à la
transformation X =µ + σU, on peut effectuer des calculs de probabilités pour n’importe quelle loi 
normale. Nous allons illustrer dans la suite l’utilisation d’une table particulière de la loi N(0,1), appelée
« table de l’écart-réduit ».

La table de l’écart-réduit donne pour différentes leurs notées uα, la probabilité α correspondante 
d’appartenir à la région grisée sous la courbe (voir table), c’est à dire

Où U suit une loi de N(0,1)
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Lois de probabilités continues
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Loi normale ou loi de  Laplace-Gauss (5)
Comment utiliser la table de la loi normale centrée réduite? (1)

 à l’intérieur du tableau, figurent les valeurs d’une distribution normale centrée réduite (les 
valeurs dites de uα )

 et dans les bandeaux à gauche et au-dessus, figurent les valeurs des probabilités correspondantes 
α.

On trouve la probabilité α d’observer des valeurs appartenant aux intervalles ]-∞; -uα[ et ]+uα; +∞[ en
additionnant la valeur correspondante de la ligne sur le bandeau à gauche et la valeur correspondante
de la colonne sur le bandeau de titre.

Par exemple, comment trouver la probabilité d’être en dessous de uα = -1 ou au-dessus de uα = +1, soit
(–1 écart type) ou (+1 écart type) ?

1ère étape : chercher uα à l’intérieur du tableau.
Dans l’exemple, on cherche la valeur « 1 ». Le résultat de la recherche est décevant car la valeur « 1 » 
(exactement) n’y figure pas. On procède alors par approximation pour trouver la valeur la plus proche. 
Dans ce cas, c’est 0,9945.



Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de  Laplace-Gauss (5)
Comment utiliser la table de la loi normale centrée réduite? (2)
2ème étape : chercher la probabilité correspondant à la valeur de uα .
Dans l’exemple, on lit : 0,3 en ligne (bandeau de gauche) et 0,02 en colonne (bandeau de titre), la 
probabilité correspondante α est donc 0,3 + 0,02 = 0,32.
3ème étape : interpréter le résultat obtenu pour α.
Dans l’exemple, pour une variable ayant une distribution normale, la probabilité de s’éloigner d’1 écart 
type de la moyenne (0) est 0,32 : 0,16 en dessous de « –1 écart type » et 0,16 au-dessus de « +1 écart 
type », car la courbe est symétrique. Si la distribution théorique de la variable dans la population est 
normale, on peut toujours dire que la probabilité qu’une valeur soit située entre –1 écart type de la 
moyenne et +1 écart type de la moyenne est 0,68, car cette probabilité est complémentaire de 0,32 (1 –
0,32 = 0,68).
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Lois de probabilités continues
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Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (6)
Exemple (1)
Dans la population des hommes de 35-40 ans, la concentration moyenne de cholestérol total dans le
sang est 1,84 g/l et l’écart type 0,40 g/l. On fait l’hypothèse que la concentration de cholestérol total
dans le sang a une distribution normale.

Question : Quelle est la probabilité d’observer une valeur de la concentration de cholestérol total >
2,50 g/l dans le sang si µ = 1,84 g/l et σ = 0,4 g/l ?

Réponse : Selon l’hypothèse d’une distribution normale, on peut calculer de combien d’écarts types, la
valeur 2,50 g/l est éloignée de la moyenne :



Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (7)
Exemple (1)
Dans la population des hommes de 35-40 ans, la concentration moyenne de cholestérol total dans le
sang est 1,84 g/l et l’écart type 0,40 g/l. On fait l’hypothèse que la concentration de cholestérol total
dans le sang a une distribution normale.

Question : Quelle est la probabilité d’observer une valeur de la concentration de cholestérol total >
2,50 g/l dans le sang si µ = 1,84 g/l et σ = 0,4 g/l ?

Réponse : Selon l’hypothèse d’une distribution normale, on peut calculer de combien d’écarts types, la
valeur 2,50 g/l est éloignée de la moyenne :

La valeur 2,50 g/l est éloignée de la moyenne de 1,65 écart-types. Dans la table de la loi normale
centrée réduite, on trouve que la probabilité d’être en dehors de 1,65 écarts types (en dessous ou au-
dessus) est α = 0,10. On en déduit que la probabilité de se situer au-dessus de 1,65 écarts types est 
donc α/2= 0,10/2 = 0,05. Autrement dit, 5% de la population a, en théorie, une concentration de 
cholestérol total dans le sang au-dessus de cette valeur de 2,50 g/l.
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (8) 
Exemple (2)
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Lois de probabilités continues
Loi normale ou loi de  Laplace-Gauss ()
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Lois de probabilités continues
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Loi normale ou loi de Laplace-Gauss (10) 
Résumé
Si X suit une loi normale, de moyenne μ et d’ecart-type σ, on dit que X suit N (μ,σ)

A partir de cette loi, on peut

 Estimer des probabilités que X se trouve entre 2 
valeurs Borne fixée = |μ – Uα.σ|
si l'on connait μ et σ on en déduit Uα
la probabilité α correspondant a Uα se trouve dans la table (loi normale centrée réduite)

 Identifier un intervalle de valeurs contenant X avec une probabilité donnée
• Probabilité fixée : l'intervalle doit contenir 1- α % des valeurs

La table de la loi normale donne Uα correspondant a la probabilité α
• L'intervalle est alors [μ – Uα.σ ; μ + Uα.σ ]



Lois de probabilités continues
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Approximation de la loi binomiale par le loi normale

Une variable aléatoire X binomiale B(n,π ) étant définie comme la somme de n variables de 
Bernoulli indépendantes de même paramètre π , il apparaît, d’après le théorème de la limite 
centrale, que si le nombre n de variables de Bernoulli augmente indéfiniment, la variable 
binomiale B(n, π ) peut être approximée par une variable normale de moyenne n π et de 
variance n π (1- π ).

Une conséquence importante et pratique de ce résultat est qu’il est possible de calculer avec 
une bonne approximation les probabilités de variables binomiales en utilisant la loi normale 
dès que le nombre n est suffisamment grand. Cette approximation est d’autant meilleure que 
π est proche de 0,5. Dans la pratique, et dans toute la suite du cours, on considère que n est 
grand dès lors que les produits n π et n(1- π ) sont supérieurs ou égaux à 5.



Lois de probabilités continues
Lois dérivées de la loi normale

 Un certain nombre de lois théoriques sont dérivées de loi normale et jouent un rôle 
important dans la théorie de l’estimation et la théorie des tests
- Loi du Chi-deux ou (Khi-2) ou ꭕ2

- Loi de Student

Loi du Chi-deux (ꭕ2)
Si U1, U2, …, Un sont des variables aléatoires normales centrées réduites et indépendantes 
entre elles, la somme des carrés de ces variables aléatoires définit une nouvelle variable 
aléatoire, notée X2, qui est dite suivre une loi ꭕ2 à n degrés de liberté

Ainsi, la variable aléatoire X2 (1) à un degré de liberté (v = 1) n’est autre que le carré d’une loi 
normale centrée réduite.
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Lois de probabilités continues
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Loi du Chi-deux (ꭕ2)

Il existe une table dite « table du ꭕ2» permettant le calcul de probabilités d’une variable 
aléatoire X2. Cette table indique pour des nombres de degrés de liberté allant de 1 à 30, les
valeurs du X2 correspondant aux probabilités Pr[X2 ≥ ꭕ 2] :α

 la première colonne de la table indique le nombre de degrés de liberté,
 la première ligne indique la valeur de α , et
 l’intersection d’une ligne et d’une colonne fournit la valeur de ꭕα

2 recherchée.

Ainsi pour un nombre de degrés de liberté égal à 12, et pour une valeur de α égale à 0,05 : ꭕα
2

= 21,03 ; ce qui veut dire que la probabilité qu’une variable X2(12) prenne une valeur 
supérieure ou égale à 21,03 est égale à 0,05.
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Lois de probabilités continues
Loi de Student
Soit X2 une variable aléatoire obéissant à une loi du ꭕ2 à v degrés de liberté et U une variable aléatoire 
normale centrée réduite indépendante, la variable aléatoire

Il existe une table de la loi de Student qui indique, pour un nombre de degrés de liberté allant de 1 à
120, la probabilité d’obtenir une valeur de T à l’extérieur de l’intervalle [-tα , + tα ]. Elle indique donc la
valeur Pr[|T| > t ] :

 la première colonne de la table correspond au nombre de degrés de liberté,
 la première ligne à quelques valeurs de α ,
 et l’intersection d’une ligne et d’une colonne indique la valeur de tα .

A titre d’exemple, si v = 8 et α = 0,05 , la valeur tα lue dans la table est égale à 2,306.

Pour des degrés de liberté supérieurs à 30, on utilise généralement la table de la loi normale centrée 
réduite, car la loi de Student tend vers la loi normale centrée réduite lorsque son nombre de degrés de 
liberté tend vers l’infini.
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