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Exemple de situations faisant appel aux lois de distribution 

Quelle est la probabilité d’observer 3 malades dans un échantillon de 10 sujets 

choisis au hasard dans une population où la fréquence de la maladie est de 

17% ?

Quelle est la probabilité qu’un individu tiré au hasard ait une taille comprise 

entre 150 et 170 cm, si les tailles sont distribuées suivant une loi normale de 

moyenne 160 et d’écart type 30 cm ?

Loi binomiale

Loi normale



Loi de Bernoulli

Experience de Bernoulli ou épreuve de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui n'a que deux issues 

possibles : soit oui ou non, soit pile ou face, soit succès ou échec. Chacune de 

ces issues a une probabilité déterminée de survenir.

Distribution de Bernoulli ou loi de Bernoulli

On dit qu’une variable aléatoire admet une distribution de Bernoulli si elle 

prend la valeur 1 avec une probabilité π et la valeur 0 avec la probabilité 1- π

L’espérance (moyenne) de cette loi de Bernoulli est alors π

La variance de cette loi de Bernoulli est alors π(1- π) 

Remarque : La loi de Bernoulli est la loi de la variable aléatoire qui code le résultat d'une épreuve qui n'admet que deux 

issues (épreuve de Bernoulli) : 1 pour « succès », 0 pour « échec », ou quel que soit le nom qu'on donne aux deux 

issues d'une telle expérience aléatoire.



Loi de Bernoulli



Loi binomiale

Définition

Si X1, X2, … , Xn sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes , de 

paramètre p, alors leur somme est aussi une variable aléatoire qui suit la loi 

binomiale représentée par X :
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L’espérance (moyenne) de cette loi binomiale est alors

La variance de cette loi binomiale est alors

q est défini comme la probabilité d’échec, c-a-d la probabilité de non-réalisation de 

l’évènement d’intérêt : q=1-p

( ) =E X np

( ) (1 )= = −Var X npq np p



Loi binomiale
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On peut calculer la probabilité des issues d’une variable X suivant une loi 

binomiale de paramètres n et p

est appelé nombre de combinaisons de k parmi n ou coefficient 

binomial. C’est encore le nombre de parties de k éléments dans un 

ensemble de n éléments

représente la factorielle de n, définie ci-dessous



Loi binomiale

p= probabilité de réussite d’une expérience; n= nombre de tirages; k= nombre 

d’issues positives   

Probabilité d’avoir 5 «piles» 

sur 10 lancers de pièce

La formule étant complexe, cette probabilité peut être lue sur une table ou 

directement calculée sur le logiciel R (fonction dbinom)  

( , , )dbinom x k size n prob p= = =

= = = =( 5, 10, 0.5) 0.25dbinom x size prob

Exemple
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= = − =
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pbinom(q=5, size=10, prob=0.5, lower.tail = TRUE) = 0.62

Probabilité d’avoir 5 «piles» ou moins  sur 10 lancers de pièce



Loi binomiale

1- Probabilité d’avoir 25 «pile» ou moins sur 50 tirages

( 25, 50, 0.5, . )pbinom q size prob lower tail TRUE= = = =

Similairement, la fonction pbinom() calcule la somme des probabilités 

d’obtenir des issues binomiales jusqu’à un seuil (lower.tail=TRUE, sur R) ou

au-delà d’un seuil (lower.tail=FALSE, sur R).

Exemples

2- Probabilité d’avoir 25 «pile» au moins sur 50 tirages

( 25, 50, 0.5, . )pbinom q size prob lower tail FALSE= = = =



Loi binomiale

Exemples

Quelle est la probabilité d’observer 3 malades dans un échantillon de 10 sujets 

choisis au hasard dans une population où la fréquence de la maladie est de 

17% ?

Loi binomiale

!
P( k) (1 )

!( )!
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−

k n kn
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3 10 310!
P( 3 ) (1 0.17)

3!(10 3)!
0.17 0.16−

= = −
−

 =X Malades

dbinom(x=3, size=10, prob=0.17)Sur R



De la loi binomiale vers la loi normale

dbinom(x=3, size=20, prob=0.5, log = FALSE)

N=20; D=c(); p=0.5;

for (x in 0:N){D=c(D, dbinom(x=x, size=N, prob=p, log = FALSE))}

plot(0:(2*N*p), D[1:(2*N*p+1)], type="l", lty=1)

Expérience: Comment se comporte une loi binomiale quand np et nq sont grands ?

Cette diapositive montre la distribution des probabilités d’une loi binomiale.
Vous n’êtes pas obligé de comprendre le code R 

Ici np=10 

et nq=10

Appréciez 

l’allure de la 

distribution



De la loi binomiale vers la loi normale

N=20; D=c(); p=0.05;

for (x in 0:N){D=c(D, dbinom(x=x, size=N, prob=p, log = FALSE))}

plot(0:(2*N*p), D[1:(2*N*p+1)], type="l", lty=1)

Cette diapositive montre la distribution des probabilités d’une loi binomiale.

Vous n’êtes pas obligé de comprendre le code R  ayant servi à générer le 

graphique

Ici np=1

et nq=19

Appréciez 

l’allure de la 

distribution

Expérience : Comment se comporte une loi binomiale quand np et nq sont grands ?



De la loi binomiale vers la loi normale

N=2000; D=c(); p=0.01;

for (x in 0:N){D=c(D, dbinom(x=x, size=N, prob=p, log = FALSE))}

plot(0:N*p, D[1:(N*p)+1], type="l", lty=1)

Cette diapositive montre la distribution des probabilités d’une loi binomiale.

Vous n’êtes pas obligé de comprendre le code R  ayant servi à générer le 

graphique

Ici np=20

et nq=1980

Appréciez 

l’allure de la 

distribution

Expérience : Comment se comporte une loi binomiale quand np et nq sont grands ?



De la loi binomiale vers la loi normale

N=2000; D=c(); p=0.001;

for (x in 0:N){D=c(D, dbinom(x=x, size=N, prob=p, log = FALSE))}

plot(0:(2*N*p), D[1:(2*N*p+1)], type="l", lty=1)

Cette diapositive montre la distribution des probabilités d’une loi binomiale.

Vous n’êtes pas obligé de comprendre le code R

Expérience : Comment se comporte une loi binomiale quand np et nq sont grands ?

Ici np=2

et nq=1998

Appréciez 

l’allure de la 

distribution



De la loi binomiale vers la loi normale

Conditions d’application loi de binomiale

- Variable binaire

- Les évènements (tirages) sont indépendants les uns des autres

- La taille n de l’échantillon est négligeable par rapport à la population totale ayant 

servi à l’estimation de la proportion p



Loi normale

Les lois normales sont parmi les lois de probabilité les plus utilisées pour 

modéliser des phénomènes naturels

Une loi normale est une loi de probabilité continue qui dépend de deux 

paramètres : son espérance un nombre réel noté μ, et son écart type, 

un nombre réel positif noté σ. 

Range des valeurs : - infini à + infini

Moyenne

Variance

Une loi normale est représentée par une courbe en cloche. Sa moyenne se 

confond au mode et à la médiane. La fonction densité ci-dessous donne sa 

distribution de probabilités



Loi normale

La loi normale cumulée

Chaque point de la courbe donne la probabilité que x soit inférieure à une 

valeur donnée

- 2.5% des valeurs sont inférieures à -2σ 

- 97.5% des valeurs sont inférieures à +2σ 

Fonction de répartition d’une loi normale



Loi normale

La loi normale centrée réduite est une loi normale de moyenne μ=0 et 

d’écart type σ=1.

Sa densité de probabilité (ou distribution de probabilités) est donnée par : 

La loi normale centrée réduite est alors notée 

Cette quantité ne dépend que de t

Ici, t est donc la variable qui suit la loi normale. Dans les notations 

conventionnelles,  t est souvent notée Z

~ (0,1)Z N



Loi normale

Z-score

Toute loi normale (de moyenne μ et d’écart type σ quelconques) peut être 

ramenée à une loi normale centrée réduite grâce à une transformation de 

variable. La variable transformée est habituellement nommée Z-score  

On calcule

On constate alors  que Z-score ~ (0,1)N si ~ ( , )X N  

L’utilisation de z-score à la place de la variable X facilite les calculs



Loi normale

~ ( , )X N   Z-score ~ (0,1)N

dnorm(x=1.50,mean=1.70,sd=0.9)

Sur R, des fonctions permettent de calculer la distribution de probabilité de toute loi normale. 

dnorm donne les densités de probabilité (probabilité exacte d’une realisation) 

pnorm est la fonction de distribution de probabilité (probabilité pour un quantile) 

qnorm est la fonction quantile (retrouve le quantile correspondant à une probabilité)

pnorm(q=1.50,mean=1.70,sd=0.9, lower.tail=TRUE)

qnorm(p=0.60,mean=1.70,sd=0.9, lower.tail=TRUE)

qnorm(p=0.40,mean=1.70,sd=0.9, lower.tail=FALSE)

Si la taille suit une loi normale de moyenne 1.70 et d’écart type 0.9

Probabilité qu’un individu ait une taille de 1.50 

Probabilité qu’un individu ait une taille de 1.50 ou une taille plus petite 

Taille en dessous de laquelle on trouve 60% des individus

Taille au dessus de laquelle on trouve 40% des individus

Loi normale quelconque Loi normale centrée réduite 



Loi normale

Propriétés de la loi normale centrée réduite. Loi de Z

- La loi de Z est centré autour de la valeur 

0 car 0 est sa moyenne

- La loi de Z a pour écart type 1

- 95% des valeurs de Z sont comprises 

entre -1.96 et +1.96

- 2.5% des valeurs de Z sont inférieures à 

-1.96

- 2.5% des valeurs de Z sont supérieures 

à +1.96 



Loi normale

Il est aussi possible d’utiliser des tables de référence (voir table sur la plateforme)

Toutes les tables peuvent êtres 
remplacées par des commandes R. 

La démarche R est à privilégier.

Tables de référence



Loi de Poisson

Situation exemple 1 :

Sachant que la fréquence annuelle de la trichinellose est de 10 cas pour 50 

millions d’habitants, quelle est la probabilité d’observer 3 cas pendant une 

année dans une région qui compte 10 millions d’habitants

S’il faut suivre la loi binomiale, on pose :  p=0.0000002, n=10 000 000 et k=3

Mais ce qui sera beaucoup plus compliqué sera de calculer : 

dbinom(x=3, size=10000000, prob=0.0000002)

[1] 0.1804471 (3 exactement)

Seulement si vous pouvez effectuer des calculs complexes ou sur R …

pbinom(q=3, size=10000000, prob=(10/50000000), lower.tail = TRUE)

0.8571235 (au plus 3)



Loi de Poisson

Situation exemple 2 :

Quelle est la probabilité d’observer 3 entorses au cours d’un week-end 

ordinaire aux urgences sachant qu’en moyenne 5 cas sont admis par week-

end

Ici, on ne connait ni la proportion moyenne des entorses dans la population 

d’étude, ni la taille de cette population

→ Nous ne pouvons pas utiliser la loi binomiale.



Loi de Poisson

A quoi sert la loi de poisson ? 

Connaissant le nombre moyen μ d’évènements attendus sur une période 

donnée, quelle est la probabilité d’observer k individus ayant subit cet 

évènement sur la même période ? 

On démontre que : ( )
!

ke
P X k

k

−

= =

Où

μ est le nombre moyen d’évènements observés pendant une période unitaire

e= 2.718

X est la variable représentant le nombre d’évènements observés pendant la 

période unitaire

k est la valeur observée de cette variable



Loi de Poisson

dpois(3, 5, log = FALSE)

[1] 0.1403739 (3 exactement)

Sur R …

5 32.718 5
(3) 0.14

! 3!

ke
P

k

− − 
= = =

Solution exemple 2 :

Quelle est la probabilité d’observer 3 entorses au cours d’un week-end ordinaire 

aux urgences sachant qu’en moyenne 5 cas sont admis par week-end



Loi de Poisson

dpois(0, 5, log = FALSE) = 0.007 =p0

dpois(1, 5, log = FALSE) = 0.034 =p1

dpois(2, 5, log = FALSE) = 0.084 =p2

Sur R …

Solution exemple 2 :

Calculez la probabilité d’obtenir : 

- Exactement 0 entorse

- Exactement 1 entorse

- Exactement 2 entorses

Calculez la probabilité d’obtenir au plus 3 entorses 

On peut directement obtenir la réponse sur 

R en faisant :

ppois(q=3, lambda=5, lower.tail=TRUE, log.p = FALSE)

[1] 0.2650259



Loi de Poisson

Comportement de la loi de Poisson pour différentes valeurs de la moyenne μ

Conditions d’application loi de Poisson

- Les évènements sont dénombrables

- Les évènements sont indépendants les uns des autres

- La probabilité de survenue de l’évènement est faible (inférieure à 0.05)



De la loi binomiale vers la loi de Poisson

Lorsque n prend de grandes valeurs, et que p est petit, la loi binomiale 

B(n , p) est approchée par la loi de Poisson P(np) (conservation de la 

moyenne). 

Les conditions d'approximation sont n ≥ 30, p ≤ 0,1 et n p < 15

Lorsque le paramètre λ de la loi de Poisson devient grand, 

(pratiquement lorsqu'il est supérieur à 5) la loi de Poisson peut être 

approchée par une loi normale d'espérance et de variance égales à λ.

Cette convergence était mise à profit, avant que les moyens 

informatiques pour utiliser la loi normale en lieu et place de la loi de 

Poisson dans certains tests. 



Exercices 6.1, 6.2



Exercices 6.3, 6.4, 6.5

Compliqué. A ne pas faire obligatoirement …



Exercices 6.6 et 6.7 

Important ++



Estimations - intervalles de confiance

Notion d’estimation

- Estimation ponctuelle : c’est la valeur la plus vraisemblable

- Intervalle de confiance : intervalle des valeurs compatibles avec les 

observations

On utilise des échantillons pour réaliser des estimations des 

paramètres d’une population 



Estimations - intervalles de confiance

Notion de sondage

Un recensement (au sens strict du terme) : opération visant à dénombrer les 

sujets d’une population de manière exhaustive

Echantillonnage : opération consistant à collecter un sous-groupe 

d’individus dans une population, afin d’y recueillir des données statistiques

Les estimateurs (moyenne, variance etc. sont des paramètres mesurés sur 

un échantillon.

Un échantillon représentatif est une image réduite, mais fidèle de la 

population

Diverses méthodes de sondage permettent de constituer les échantillons   



Estimations - intervalles de confiance

Sondages aléatoires

Sondage élémentaire avec remise : Choisit n fois un individu unique dans une 

population N, chaque individu choisi étant remis avant le choix du suivant

Sondage élémentaire sans remise : Choisit n fois un individu unique dans une 

population N, chaque individu choisi n’est plus remis avant le choix du suivant

Sondage systématique : Echantillon constitué en choisissant un individu par piles

Sondage à plusieurs degrés : Des sous-ensembles sont choisis, constituant des 

unités primaires, puis des individus sont choisis dans les unités primaires constituant 

un échantillon d’unités secondaires

Sondage en grappes : C’est un sondage à plusieurs degrés où la dernière sélection 

s’arrête à un sous-groupe et non à un individu

Sondage stratifié : les sous-groupes sont des strates de variances homogènes

Sondages empiriques

Méthode des quotas : représentativité selon les variables connues en population 

Autres : méthode des itinéraires, méthode des transects, méthode des unités-types



Estimations - intervalles de confiance

Estimation de la moyenne

Estimations



Estimations - intervalles de confiance

Estimateur de la moyenne

Espérance mathématique



Estimations - intervalles de confiance

Estimateur de la variance

Variance de 

l’échantillon

Variance vraie 

en population



Estimations - intervalles de confiance

Estimateur d’une proportion

Espérance mathématique



Estimations - intervalles de confiance

Théorème central limite

1. La moyenne d’une variable quantitative calculée sur un échantillon de taille n 

est elle-même une variable aléatoire. Elle varie selon les échantillons.

2. Cette variable suit une loi normale lorsque les effectifs des échantillons sont 

égaux et suffisamment grands (n≥30)

3. Si l’échantillon provient d’une population où la moyenne de la variable 

quantitative est μ, alors cette loi normale admet pour moyenne μ



Estimations - intervalles de confiance

Variance d’une moyenne

On démontre que la variance d’une moyenne observée sur plusieurs 

échantillons est donnée par : 

2

n



Sur un échantillon, la variance et l’écart type d’une moyenne peuvent donc 

être estimés par :

2
2

m

s
s

n
= m

s
s

n
=et



Estimations - intervalles de confiance

Intervalle de confiance d’une moyenne

Dans ces formules : 

Si n≥30, alors d’IC à 95%  moyennes est donné par :

Si n≤30, alors d’IC des moyennes est donné par :

5% 5%;  avec 1.96
s s

m N m N N Z
n n

   = =− + = =

, 1 , 1;   − −− +n n

s s
m t m t

n n



Estimations - intervalles de confiance

Variance d’une proportion

On démontre que la variance d’une proportion f observée sur un échantillon de 

taille n est donnée par : 

f est la proportion observée sur l’échantillon

n est la taille de l’échantillon

−
=

(1 )
( )

f f
Var f

n



Estimations - intervalles de confiance

Intervalle de confiance d’une proportion

Lorsque nf et n(1-f) sont supérieurs à 5, la loi binomiale de paramètres n et f

peut être remplacée par la loi normale de paramètres μ=nf et σ2=nf(1-f). D’où il 

découle, dans ces conditions, que l’intervalle de confiance d’une proportion 

est donnée par :  

Si . 5 et (1 ). 5f n f n − 

alors, l’IC des proportions est donné par

(1 ) (1 )
; 

− −
− +

f f f f
f N f N

n n

Signification. 

Puisque le seuil utilisé est α=5%, la vraie valeur de la proportion f a 95% de 

chances d’être comprise dans l’intervalle calculé.   



Estimations - intervalles de confiance

α est le risque d’erreur consenti en admettant que la vraie valeur se trouve dans 

l’intervalle calculé

Si on veut avoir un risque très faible de se tromper, il vaut mieux proposer un 

intervalle très large 

(1 ) (1 )
; 

− −
− +

f f f f
f N f N

n n
;   − +

s s
m N m N

n n

α ou

20% 1.28

10% 1.65

5% 1.96

2% 2.33

1% 2.58

0.1% 3.3

Impact du seuil α



Estimations - intervalles de confiance

Pour obtenir une certaine précision (une certaine largeur de l’intervalle de 

confiance) on peut aussi agit sur la taille de l’échantillon. À seuil α constant la 

précision est meilleure si l’échantillon est grand

(1 ) (1 )
; 

− −
− +

f f f f
f N f N

n n
;   − +

s s
m N m N

n n

Impact de la taille n de l’échantillon sur la largeur de l’IC

Si i est la précision désirée, c-a-d la moitié de la largeur de l’intervalle de 

confiance, on démontre que : 

Pour une moyenne Pour un pourcentage

2
2

2

Z

i
n =

2

2
(1 )

Z
n P P

i

= −



Exercices 9.1 et 9.2 



Exercices 9.3, 9.4 et 9.5 



Merci


